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Chapitre 2

Transformation de Fourier discrete

1. Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer comment on passe de I'analyse de Fourier des signaux continus
a l'aide de la transformation de Fourier (TF) au calcul numérique du contenu spectral d’un signal
grace a la transformation de Fourier discréte (TFD).

Dans cette progression, trois opérations interviennent explicitement :

— I'échantillonnage du signal temporel
— la limitation de la durée d’analyse de ce signal
— la discrétisation de la fréquence pour I'analyse spectrale.

Ces trois opérations, apparemment anodines, ont pourtant des conséquences dont il est important
d’évaluer I'étendue.

Afin de clarifier au mieux les relations existant entre les espace temps et fréquence, on considérera
par la suite que les signaux étudiés sont fournis sous la forme d’une tension électrique que I'on
échantillonne régulierement pendant une durée finie avant d’analyser numeériguement son contenu
spectral. Ainsi, pour chaque équation, on pourra préciser les unités des résultats obtenus.

Comme l'analyse qui suit est basée essentiellement sur trois propriétés de la transformation de
Fourier, on les rappelle ci-dessous :

— au produit simple dans un espace correspond un produit de convolution dans l'autre

X(t) - y(t) — X(jf)@Y(jf) 1)
X(t) @y(t) — X(jf)-Y(if) )
— la TF d'un peigne d’impulsions de Dirac est également un peigne de Dirac
1
r,(t) — =81, (F) @3)
e

— la TF d’'une impulsion rectangulaire de largétrest un sinus cardinal

sin(ttf At)
Tif At

rect(t/At) At 4)

2. PassagedelaTFalaTFD

2.1. Signaux continus non-périodiques

Un signal analogiqug(t) et sa densité spectrald jf ) sont reliés entre eux par les relations :

X(jf) = /::ox(t)exp(—jZHft)dt v -sed (5)
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2 2 PASSAGE DELATFALATFD

X(t) = /+°°X(jf>exp(+j2nft)df V] (6)

J —00

Ces transformations directe et inverse montrent a I'évidence, la parfaite symétrie qui relie les
espaces temps et fréquence (figiua). A cette symétrie correspond la propriété suivante :

A un signal temporel continu non périodique correspond un spectre continu non
périodigue.

2.2. Signaux discrets de durée infinie

On considére ici que le signal contimit) est échantillonné tous les multiples de la période
d’échantillonnagde. On obtient alors un signal discrgh] = x(t = nTe) (figure1.c).

Mathématiquement, cette opération d'échantillonnage est équivalente a une multiplication du si-
gnalx(t) par un peigne d’impulsions de Dirac distanteslde

X[n] = x(t) - or, (1) (7)

Dans I'espace fréquentiel, le peigne de Dirac tempdt€l) devient un peigne de Dirac pério-
dique fe (figure 1.b).

A(f) = TF{r (1)} = Tleesfem ®)

De plus, le produit simple dans I'espace temps conduit a un produit de convolution entre les
spectres X(jf) ep\(f) (figure 1.c). On constate alors que :

A un signal échantillonné ou discret correspond un spectre continu et périodique
fe.

Le calcul du spectrg(jf) d’un signal discrek[n] se fait a partir de la définition de la transfor-
mation de Fourier des signaux continus (équafiprOn obtient alors :

+oo

Xe(jf)=Te Z x[njexp(—j2mnfnTs) [V -sed 9)

n=—oo

Partant de ce specthg(jf), on peut bien entendu revenir au signal tempxejrl:

+fe/2
x[n] = Xe(jf)exp(+j2mfnTe)df V] —e < n< 4w (10)
—fe/2

2.3. Signaux discrets de durée finie

Dans le cas ou I'on désire traiter numériquement un signal, le nombre de valeure peut

pas étre infiniment grand. On est donc contraint & ne prendre en compte qu’une partie du signal
original. Mathématiquement, cette opération de troncation revient a multiplier le sighglar

une fenétre rectangulairgt) de largeurT (figure1.d).

A cette multiplication dans I'espace temps correspond un produit de convolution dans I'espace
des fréquences entre le spectre du sig{af ) et le spectre en sinus cardinal de la fenéifg. Il
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2.3 Signaux discrets de durée finie 3

temps fréquence
a) x(t) A}(o])
T T 1 f:
b) STe(f) Am — Sfem
1 b
V IAI T v +fe ?
- \/KAW/
c) - -
At t /2 2 .
d) 4
w(?)
— T=N At
- T/2 T/2 t ST
— T2 ' /2 -fe/Z %/2
f) A@®=3r1) l SAf(ﬂ
T T Af=1/T
— T T t f
) x(1)
T=NAt
=NA
T n( f fﬁnﬁ . 4
+— N ——> 1 < N P

FIG. 1: Passage de la TF a la TFD|[
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4 2 PASSAGE DELATFALATFD

en résulte une déformation du spectre original causée par les ondulations du sinus cardinal (figure
le).

Pour les calculs qui suivent, on considere que le sigfialest enregistré pendant une durée finie
T. Durant cet intervalle de temps, on échantilloiealeurs du signal(t) ; on a doncT =N Te.

La suite de valeurs discrétgg[n] ainsi obtenue sera énumérée avec le compteur tempoogh-
pris entre 0 eN — 1 et le spectre du signal tronqué se calcule alors comme suit :

N-1

Xen(jf)=Te ZOXN[n] exp(—j2nfnT) [V -sed

n=

Il est bien clair que leN valeurs temporelles peuvent s’obtenir par transformation inverse de
Xen(if):

+fe/2
xn[n] = Xen(jf)exp+j2nfnTe)df [V]O<n<N-1
J—te/2

Remarque :

Par la suite, aucune distinction ne sera faite exyfa] etx[n] d’'une part, eXen(jf) et Xe(jf)
d’autre part, car le contexte permettra toujours de savoir si la longuiderla suite considérée est
finie ou non et les 2 relations ci-dessus s’écriront :

Xe(jf)_TeNZ:x[n]exp(—jZT[fnTe) V -sed (11)
+fe/2
X[n] = o Xe(jf)exp(+j2nfnTe)df  [V] (12)

2.4. Discrétisation de la fréquence

Afin de pouvoir calculer numériguement un spectre, il est évidemment nécessaire de discrétiser
la fréquence. En divisant le domaine fréquentielNeintervalles, I'incrément fréquentiel vaut
Af = fo/N et les fréquences analysées, au nombrid dsont :

f =k-Af =k- fo/N (13)

Cette discrétisation de la fréquence n’est rien d’autre qu’un échantillonnage dans le domaine spec-
tral et les résultats des opérations d'échantillonnage et de multiplication vues plus haut pour I'es-
pace temps s’appliquent également dans I'espace des fréquencesl(figtiieg) et conduisent a

la propriété suivante :

A la discrétisation du domaine spectral correspond un signal temporel périodique.
Tout se passe comme si la durée d'acquisifiocorrespondait a une période du signal temporel
x[n].

Le spectre considéré a présent est donc un spectre discret que I'ox[@driivec 0< k <N — 1.
Tenant compte des relations temps-fréquence, I'argument du phaseur s'écrit :
kn

ijZT[fnTe:ijZTtkAfnTe:jszHk%nTe:jsznW (14)
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Le spectreX|jk] et le signal temporet]n| se calculent alors comme suit :

X[jk]:TeNzix[n]exp<—j2Lk”> V-sed 0<k<N-1 (15)
1 Nt j2rkn

x[n]:NT X[jk}exp<+ N > V] 0<n<N-1 (16)
€ k=0

3. Relations temps-fréquence

Les domaines temporel et fréquentiel sont bien entendu reliés entre eux. On peut le voir en décri-
vant les parameétres propres a chaque espace. Admettant que les deux espaces sont discrétisés avec
le méme nombre de poinkg, on peut noter les points suivants.

1. L' espace du tempest caractérisé par I'incrément tempake(qui n’est autre que la période
d’échantillonnagdy) et la durée de I'enregistrement= N At

-
NEE:N a7)
2. L’ espace des fréquencesst caractérisé par I'incrément fréquentiélet la fréquence maxi-
mum fhax qui N'est autre que la fréquence d’échantillonnge

. fmax_ fe
Af = = (18)

Ces deux relations ayant en commun la période d'échantillonfiagieson inverse, la fréquence
d’échantillonnage, on a:

1 T 1
A=T.= = LI 19
=T 7 N NAf (19)

On en déduit donc les 3 relations fondamentales liant les domaines temporel et fréquentiel

1
Af = T (20)
1 1
fmax=fe = KIE? (22)
e
1
atAf = (22)

qui peuvent se traduire par les 3 propriétés suivantes.

1. L'incrément fréquentielAf est I'inverse de la durée temporelle.
2. Le domaine fréquentielfmax= fe est l'inverse de 'incrément temporeéit.

3. Pour un nombre donné de pointhl, il n’est pas possible d’avoir simultanément une trés
bonne définition temporelleft petit) et une trés bonne définition fréquentiell&§ petit).

Une illustration des relations existant entre les domaines temporel et fréquentiel est donnée dans
la figure2.
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6 3 RELATIONS TEMPS-FREQUENCE

x(t), x[n]

t = nAt
——t—t—t—t—t+1+
0 5 T = NAt N'L
I 1
t
I — I -
0 At tmax
Af fmax
i — i -
0 f
IXg (), IXTK]!
NAf
f = kAf
—t—t—t—t+—t—t>
0 N-1
fa = N Af
o © »|
Q
| -
0 21

FiG. 2: Relations temps — fréquence
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4. Pulsation et frequence normalisées

Dans ce qui précede, on a constamment vu apparaitre un phaseur faisant intervenir I'argument
+j2mnf Te :

exp(£j2nn f Te)

Il est donc naturel de chercher a alléger I'écriture en définissant la pulsation numérique ou norma-
liséeQ qui s’exprime en radians (figui :

Q=2nfT, = 2nfi [rad] (23)

e

Comme le spectre de base est compris etitfg/2, on voit que la pulsation normalisée prendra
ses valeurs entréTtet que les transformations de Fourier s’écrivent :

X(jQ)=Te jzm x[njexp(—jnQ) [V -sed (24)
1 +Tt
=5 [ Xe(iQ)exp(+inQ)d V] (25)

5. Transformation de Fourier discréete

5.1. Définition de la TFD

En observant les relationd®) et (16), on constate que, mis a part le changement de signe du
phaseur et les coefficients précédant la somme, les calculs du sjétreu du signalkn] se

font de la méme maniere. Ceci conduit a définir les algorithmes des transformations de Fourier
discretes directe ou inverse comme suit :

XD[jk}:Nix[n]exp<—j2Ld(n) V] 0<k<N-1 (26)
Nt j2rkn

xD[n]:ZXD[Jk]exp(+ > V] 0<n<N-1 (27)
k=0

La comparaison des équatiab$et 15, ainsi que27 et 16 montre que les résultats de la TFD sont
reliés aux spectres et signaux réels par les relations suivantes :

X[jK] = Te- XojK] (28)
] = "o (29)
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8 5 TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE

5.2. TFD d'un signal périodique

Nous venons de voir que le passage de la TF a la TFD peut modifier de maniére sensible les
résultats de I'analyse spectrale. Cela n’est heureusement plus vrai si le signal textipaest
périodique car, on se trouve alors dans la situation idéale ou les raies spectrales durstgnal

sont en parfaite coincidence avec les raies analysées par la TFD. Pour remplir cette condition, il
suffit d'enregistrer trés exactement une ou plusieurs périodes du signal temporel.

En comparant les définitions de la décomposition en série de Fourier :

T/2 i
Xsr|jk] = 'Il'/i/z xT(t)exp(—Jsz> dt [V] (30)
iy . j2rkt
t) = Xsr[jk — V 31
()= 3 Xerliken( <) V) (@)

avec celles de la TFD (équatioi§ et 27), on voit alors apparaitre les relations suivantes :

Xsr[ik] = XD,EIJK] (32)
xT(t=nTe) = XDN[n] (33)

53. TFD et FFT

L'invention de la transformation rapide de Fourier en 1965 par Cooley et TW{ey ¢té d'une
importance majeure pour le traitement du signal car elle a permis d’envisager I'analyse spectrale
numérique de signaux de longue durée en des temps raisonnablement courts.

En effet, le nombre d’'opérations arithmétiques (sommes et produits) nécessitées par la TFD d’'une
suite de longueuN est proportionnel &l2. Ce qui, pour une suite de longueur 1000, conduit

a calculer 1'000°000 de sinus et cosinus suivis d’'une addition et d'une multiplication. Dans les
années 1960, des calculs aussi longs n’étaient pas envisageables pour la plupart des applications.

La découverte de Cooley et Tukey réside dans I'observation que 'opération de la TFD globale
peut étre décomposée en la TFD de séquences de plus en plus courtes. Il en découle que le nombre
total d’opérations est bien inférieur a celui imposé par la simple application de I'algorithme de la
TFD. En contrepartie, le nombre de points analyséit étre une puissance de 2.

Le nombre d’opérations demandées par le nouvel algorithme est alors proportidwhieghaN )
et le gain en temps de calcul se chiffre aisément :
N? N
N-logz(N)  logz(N)

Ainsi, pour transformer 1024 points, le nouvel algorithme demande environ 100 fois moins de

temps que la TFD :
N 1024

= =1024
logz2(N) 10

L'algorithme de Cooley et Tukey a trés vite été connu sous le nom de transformation rapide de
Fourier et il est généralement désigné par son appellation anglo-saxonne : FFT (Fast Fourier Trans-
form).

Chap. 2 - Transformation de Fourier Discrete fmy / octobre 2004



5.4 Exemple d’analyse spectrale 9

Il ne faut pas se méprendre sur la signification de cette appellation : I'algorithme FFT n’est qu’un
moyen rapide d’obtenir les mémes résultats que ceux fournis par la TFD. Ce n’est pas une nouvelle
transformation ! Différents algorithmes de FFT sont présentés dans le livre de Burrus et3Parks |

5.4. Exemple d'analyse spectrale

Voici un exemple d’analyse spectrale élémentaire faite a partir de I'enregistrement d’un signal
inconnu dont on souhaite savoir s'il contient un signal périodique.

Le programme d’analyse (mises a part les commandes de tragage des résultats) se résume aux
guelques lignes présentées dans la figure

% lecture de 1'enregistrement
enreg = load('enreg.txt’) ;
tt enreg( :,1);
xt = enreg( :,2);
xt = xt - mean (xt) ;

oe

analyse temporelle

Npts = length(xt);

dt = tt(2) - tt(1)

duree = tt(end) - tt(1) + dt

o°

analyse spectrale

df = 1/duree, fmax = 1/dt
ff = 0 :df :fmax-df;

Xjf = fft(xt)/Npts;

o

spectre unilatéral
Ndemi = round (Npts/2) ;
ffu = f£(1 :Ndemi) ;
Xjfu = 2*Xjf (1 :Ndemi) ;
FiG. 3: Programme d’analyse spectrale élémentaire

L'analyse des spectres d’amplitudes présentées dans la figomentre que deux raies spectrales
s'élevent au-dessus du niveau moyen du bruit situé aux environs de 0.3. Ces deux raies spectrales
ont une amplitude et une fréquence valant respectivement

A;~1.02 f1 ~ 1.25kHz

FiG. 4: Analyse spectrale d’'un signal échantillonné
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10 6 CALCUL DE QUELQUES SPECTRES

6. Calcul de quelques spectres

Dans ce paragraphe, on calculera les spectres de quelques signaux fondamentaux de durée infinie.
Les spectres de ces signaux échantillonnés s’obtiennent a partir de la définition de la transforma-
tion de Fourier des signaux discrets :

—+o00

Xe(jf)=Te Z x[njexp(—j2mrfnTe) [V -sed

N=—o00

Admettant, comme on le fait généralement, une période d'échantilloripageté, il vient :
~+o0

Xe(if)= > xnjexp(—j2mfnTe) V] (34)

N=—o

Ce calcul peut également se faire avec la pulsation normdlisé@rfTe; on a alors :

—+o00

X(iQ)= Y xinjexp—jn@) V] (35)
6.1. Spectre d'une impulsion unité
Dans ce cas,ona:
1 si n=0
X[n] = [n] = (36)
0 si n#0
+o00
X(1Q)= 3 8nexp(~inQ)=35{0 =1 (37)

A une impulsion unité, correspond donc un spectre périodiguenstant égal a 1 dans toute la
bande de base allant defe/2 a+fe/2 ou de—Tta+Tt

6.2. Spectre d’'un signal constant

Danscecas,ona:
Xnj=1 V¥n (38)

Lo o si Q=2km
X(iQ)= 3 1-exp(~jnQ)=5(Q) { (39)
n=—eo 0 si Q=#2km

A un signal constant unité, correspond donc un spectre périodigeenstitué d'une suite d’im-
pulsions de Dira®(Q) situées en 0 et tous les multiples fle- fe ou deQ = 21t
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6.2 Spectre d'un signal constant

Impulsion unité

1.2 T
1 (e}
0.8
0.6
0.4
0.2
ob (? (e} ? (@] ‘ €] ? (8] (?
-6 -4 -2 0 4
temps [nTe]
1.2
;
0.8
S0.6
=
0.4
0.2
ol
| | | | |
-3 -2 -1 0 1 2
pulsation Q [rad]
FiG. 5: Impulsion unité et son spectre
Constante unité
1.2 T
1¢ o o 0] O o ] O (@] o
0.8
= 0.6
0.4
0.2
ok
I I I I I
-6 -4 -2 0 2 4
temps [nTE]
1.2
L
0.8
£06F
xﬂ)
0.4
0.2
0
| | | | |
-3 -2 -1 0 1 2
pulsation Q [rad]
FiG. 6: Signal constant et son spectre
fmy / octobre 2004
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12 6 CALCUL DE QUELQUES SPECTRES

6.3. Spectre d’'un phaseur

Danscecas,ona:

x[n] = exp(jnQp) = cogNQp) + j sin(NQo) (40)
X(0)= ¥ expl~inQo)-exi~inQ)

o Si Q=Qq+2KTt
Xe(]Q) = 8(Q— Qo) = (41)
0 si Q=#Qp+2km

A un phaseur de pulsatiolg, correspond donc un spectre périodidigeconstitué d'une suite
d’'impulsions de Dirac situées dn= fy+ k fs ou Q = Qg + 2krt

Phaseur

jlog O q
= 05 (o) o -
= o o
= o} o
'% Q Q.

05 o} o] ]
-1 I © I I I © I ]
) -4 -2 0 4 6
temps [nTe]
T T T

1 o 5 o o ]
— 05[ .
(=
X o o <) © 4
E

-0.5 .
b ) © °© fe) o
I | | | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
temps [nTe]
T

1k i
051 .

0= | | | | | |

-3 -2 -1 1 2 3

0
pulsation Q [rad]

FIG. 7: Phaseur et son spectre

6.4. Spectre d’'une impulsion rectangulaire

On considére ici une impulsion de largeum2 1. Dans ce cas,on a:

1 si —-m<n<m
x[n] = (42)
0 sinon
+m +m
Xe(jQ) = z 1.-exp(—jnQ)=1+2 cognQ) (43)
n=—m n=1
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6.4 Spectre d’une impulsion rectangulaire 13

Si I'on veut faire apparaitre une fonction proche du sinus cardinal auquel on pourrait s’attendre
pour une impulsion rectangulaire, on peut considérer le phaseur de I'équEij@onme la raison
d’une suite géométrique dont on calcule la somme. L'équation ci-dessus s’écrit alors :

X(9) = 3 ex-jn0)
exp(—j(~m)Q) — exp(—j(m+ 1)0)

1—exp(—jQ)

En amplifiant la fraction par eXp-jQ/2), il vient :
exp(j(m+1/2)Q) —exp(—j(m+1/2)Q)
exp(+jQ/2) —exp(—jQ/2)

2j sin((m+1/2)Q)
2j sin(Q/2)

Xe(jQ) =

En simplifiant et en arrangeant les termes, on obtient finalement une expression rappelant la fonc-
tion sinus cardinal :
_sin(2(m+1)Q/2)

X(i0) === e (44)

L'amplitude de ce spectre €n = 0 est égale a la largeur de I'impulsiom2- 1 et le spectre passe
par O tous les multiples de/(2m+1).

On notera que le spectre d’une impulsion rectangulaire discréte ne peut pas étre exactement un
sinus cardinal car celui-ci n'est pas périodique.

Impulsion rectangulaire de largeur 2m+1=5
1.2 T T T

1+ o o (c] ©] © o

0
temps [nTe]

2 1 1 1 1 1 1 1

0
pulsation Q [rad]

FIG. 8: Impulsion rectangulaire et son spectre
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14 6 CALCUL DE QUELQUES SPECTRES

6.5. Spectre d’'une exponentielle décroissante

On se souvient qu’une exponentielle discréte est représent&mnpara” - u[n]. Si la constanta
est inférieure a 1, on aura une exponentielle décroissante. Dans ce cas,ona:

0 si n<O
X[n] = (45)
a’ si n>0

Xe(jQ) = +Zoz)a”-exp(—an)

Cette expression est la somme d’'une suite géométrique de mésqr—jQ) dont le module est
inférieur a 1. Dans ce cas, la somme converge et elle vaut :

1

1—a-exp(—jQ) (46)

Xe(jQ) =

Exponentielle décroissante

0
pulsation Q [rad]

FiG. 9: Exponentielle décroissante et ses spectres d’'amplitude et de phase

Chap. 2 - Transformation de Fourier Discrete fmy / octobre 2004



15

Annexes

A. DelaTF ala TFD : une illustration détaillée

Afin d'illustrer le passage de la TF a la TFD et les modifications spectrales que cela entraine, on
considére le signal suivant :

X(t) =Upe VT g(t) |V]
avecUp = 1]V] et1 = 1[msec.

Ce signal sera ensuite échantillonné aux instants multipl&s €€.25[mse¢, puis tronqué. Pour
chaque étape, on calculera et dessinera les spectres correspondants.

Dans le but de bien mettre en évidence les différences de valeurs numériques entre chaque étape,
on s’attachera également a calculer la valeur spectrafe-e® car cette valeur particuliére cor-
respond a l'intégrale temporelle du signal.

A.l. Signal continu

On montre aisément que la transformée de Fourier de ce signal (figuvaut :

. 1
XU1) =Yt onmr

Pourf =0, on trouve :

X(j0) :/ X(t)dt = UoT = 1103 [Vsed

A.2. Signal échantillonné

L'échantillonnage ave®. = 1/4 = 0.25 [mse¢ (figure 11) conduit au signal discret

x[n] = erxp(—nTTe> = erxp<—E) =0.779" |V|

dont la transformée vaut :

1
1-0.779 ¢ 12mTe

+-00 ,
Xe(jf)=Te ;0.779“(e*12"”e)“ =Te
n=
Pourf =0, on trouve :

. 1 s
Xe(j0) = Teg—g77g = 1.13-10°° [Vseg

fmy / octobre 2004 Chap. 2 - Transformation de Fourier Discréte



16 A DELATFALATFD:UNE ILLUSTRATION DETAILLEE

Signal x(t)
1 T
0.5 4
0 | | . 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
x10~ x107°
1
g0.’5 = B
x
0 Il Il Il Il Il I T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0
-0.5F B
= -t 1
-1.5F =
_2 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
FIG. 10: Signalx(t) et son spectr&(jf) (amplitude et phase)
Signal x[n]
1@ T
o
O
0.5 o B
5
o
°0 4 5
0 ! ! S99 o0o0o0awmao & & &
0 1 2 3 4 5 6 7 8
-3
10 3
15 X x 10

0 1 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
;
05f i
:q, 0
—o5f .
_1 I 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FiG. 11: Signal échantillonn&[n] et son spectre(jf)
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A.3 Signal tronqué 17

A.3. Signal tronqué

En ne gardant que les 8 premiers échantillonx[dg(0 < n < 7) et en annulant les autres, on
tronque le signal (figuré&?2). Sa transformée de Fourier vaut alors :

7 | 1- (07797121 T)®
- o —j2rnfTe\n __
Xeg(if) =Te 200.779‘(e ) =Te 770 o 2T

n=

Pourf =0, on trouve :

1-0.779

_ = . —3
10779 = 0-977-10°° [Vseg

Xe,s(jo) = Te

Signal tronqué x[n] N=8

1 T T T T T T T
]
@]
0.5 o B
© O
© o0
0 Il o 4 a 4 a 4
0 1 2 3 4 5 6 7
x10° x 107
1 T T T T T T T
=051 ]
(0]
x
0 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
2 T T T T T T T
_1f i
Z0
x
Ak A
_2 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FiG. 12:Signal tronqué&(n], N = 8 et son spectrie(jf)

A.4. Discrétisation de la fréquence

Comme nous n’avons retenu que 8 valeurs temporelles, on découpe I'espace des fréquences en 8
intervalles compris entre 0 € (figure 13).

On obtient alor&\ f = fo/N = 400(Hz/8 = 500Hz et :

1— (0.779- " 12H/N)°
1-0.779 ¢ 12N

+7 ]
X[ jk] = Te 2)0.779’(e—12W/N)”:Te = Xes (i)l _ar
n=!

Pourk = 0, on trouve :

1-0.779

) . 73
10779 0.977-10° [Vse¢

X8[JO] =Te
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Signal tronqué x[n] N=8

1 T T T T T T T T T
O
O
0.5 o b
© O
© o
O | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x10° x107°
1 T T T T T T T
Sos .
. T i ? ? ? i T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
2 T T T T T T T
1 i
z | ? i !
= J} J} )
1k a
_2 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FiG. 13:Signal tronqué&(n], N = 8 et son spectre échantillonXéjk]

A.5. Signal analysé par la TFD

Dans ce cas, on ne se préoccupe pa3cdet I'analyse porte sur 8 valeurs du signah] pour
fournir 8 valeurs spectrale§ [ jk| (figure 14). On obtient alors :

a . 1-(0.779- e i2k/N)® g
il — —j2rk/N n_ — i
Xg[jK] nZ: 0.779'(e ) 10779 AN~ T, Xes(if)l¢—kar
Pourk = 0, on trouve :
1-0.77%

el =7"0779

=391 |V]
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Signal x[n] et sa TFD
T

0.5 o b

o
-
N
©
SN
o
[}
~
©

FIG. 14:Spectre obtenu par TFD
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B TF, TFD ET FFT

B. TF, TFD et FFT

Quelques propriétés de la transformation de Fourier sont rappelées dans le iadtiéatableau
2 rappelle I'essentiel des relations que nous venons de voir dans ce chapitre.

+00 400

a) définition Si z IX[n)| < ealors | Xe(jf) = ZX[n] exp(—j2nnfTe)
b) linéarité ax{n] + by[n| aXe(jf)+bYe(jf)

c) décalage X[n+ Nng] Xe(jf)exp(+j2rng f Te)

d) modulation

x[n]exp(+j2rtfonTe)

Xe(j(f—fo))

€) convolution

He(jf) - Xe(if)
He(jf) @Xe(jf)

f) énergie

+00
LR

g) valeurs a l'origine

Xe(f=0) = Tegx[n]

h) rotation Oy y[n] = x[—n] Ye(if) =Xe(—jf) =X (if)
j) fonction paire X[—n] = x[n] Xe(jf)eld
k) fonction impaire X[—n] = —x[n| Xe(jf) el

TAB. 1: Quelques propriétés de la transformation de Fourier

Chap. 2 - Transformation de Fourier Discrete
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fmaX: fe — 1/At

At-Af = £
At:Te:]./fe Af:]-/TmaX
Signaux analogiques
X(t) X(t) < X(if) X(jf)
—00 <t < 400 (Equ.5, 6) —o0 < f < 400
Signaux échantillonnés
X[ =x(t=nTp) XN & Xe(jf) Xe(jf) périodiquefe
—00 < N< 400 (Equ.9, 10) 0< f<feg
Signaux tronqués
X[n] X[n] < Xe(jf) Xe(jf) périodiquefe
0<n<N-1 (Equ.11,12) 0<f<fe
Fréguence discrétisée f = KAf X[jK] périodiqueN
x[n] = O périodiqueN X[n] < X[jK] X[JK] = Xe(J )| _at
0<n<N-1 (Equ.15, 16) 0<k<N-1
TFD et FFT

x[n] périodiqueN

xo[n] < XpljK]

(Equ.26, 27)

Xp[jk] périodiqueN

0<k<N-1

Séries de Fourier

x7(t) périodiqueT = 1/f

XT (t) ~ Xsp[jk]

(Equ.30, 31)

Xsr[jk] = X[jK]/T = Xp[jk]/N

0<k<N-1

TAB. 2: Relations entre les transformations de Fourier

fmy / octobre 2004
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22 C ALGORITHME DE LA FFT

C. Algorithme de la FFT

function [xfr, xfi] = BP_fft (xtr, xti, signe);

programme FFT / fmy 29.11.00

xtr, xti: parties reelles et imaginaires du signal temporel
xfr, xfi: parties reelles et imaginaires du spectre

signe : +1 => TFD directe; -1 => TFD inverse

traduction MatLab d’un programme Fortran
Réf.: C.S. Burrus, T.W. Parks
DFT/FFT and Convolution algorithms,
Wiley-Interscience, 1985, p. 108

o® o o o° o o o° o° o

o\

variables pour le calcul

Xr = xtr;
xi = xti;
% initialisation

N = length(xr); % longueur de x(t)

M = log(N)/log(2); % pulssance de 2: N=2"M
if signe > 0, signe = +1;

else signe = -1;

end;

o\

ajout de valeurs nulles si N n’est pas une puisssance de 2

if M~= floor (M)
M = ceil (M);
N = 2"M;
zz = zeros(1l,N-length(xr));
Xr = [xr zz];
x1 = [x1 zz];
end;

% table des cosinus et sinus

P = 2*%pi/N;
for k1 = 1:N/2

A = (k1-1)*P;

Wr (kl) = cos(d);

Wi(kl) = -signe*sin(A);
end;

o\

fft a base 2 et entrelacement temporel
n2 = N;
for kl1=1:M

nl = n2;

n2 = n2/2;

ie = N/nl;

ia = 1;

Chap. 2 - Transformation de Fourier Discrete fmy / octobre 2004
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for k2=1:n2
for k3=k2:nl:N
L = k3+n2;
xtemp = xr(k3)-xr(L);
ytemp = xi(k3)-xi(L);
xr(k3) = xr(k3)+xr(L);
x1(k3) = xi(k3)+xi(L);
xr (L) = xtemp*Wr(ia) - ytemp*Wi(ia);
xi (L) = xtemp*Wi(ia) + ytemp*Wr (ia);
end;
ia = ia + ie;
end;
end;

% désentrelacement

kl = 1;
nl = N-1;
for k2=1:nl
if k2 < k1
xtemp = xr(kl);
xr(kl) = xr(k2);
xr(k2) = xtemp;
ytemp = xi(kl);
xi(kl) = xi(k2);
xi(k2) = ytemp;
end;
k3 = N/2;
while k3 < k1l
kl = k1 - k3;
k3 = k3/2;
end;
k1l = k1+k3;
end;

o)

% résultats
xfr = xr; xfi = xi;
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D EXERCICES

D. Exercices

TFD 1:

L'analyse spectrale, par la FFT, d'un signai] constitué de N = 8 valeurs a fourni son spectre
discretXp[jk|. De 'ensemble de ces valeurs, on a extrait les résultats partiels suivants :

.k Jol1] 2[3[4[5]6]7[8[]9]10]
Xo[ik] || 4 | 24| 3+2i| | | 2

[Xo[jK]|

ZXpljK]

f [kHZ

Complétez le tableau et, sachant due= 1[kHZ, précisez les valeurs discretes de la fré-
quence.

2. Le signal temporeky[n] est-il continu, discret, périodique ?
3. Que vautxy[n=0] ?
4. Quelle est I'expression de[n] ?
5. Tracezxy|n).
TFD 2:

On souhaite calculer le spectre d’'une impulsion rectangulaire de lalgeuB[mse¢ et d’ampli-
tudeA = 5[V]. Pour ce faire, on acquiert 8 points a la fréquefice 1[kHZ.

1.

a b~ W N

6.

Admettant que I'’échantillonnage commence a 'apparition du flanc montant, deséinez
etx[n|.

. Que vaut la durée d'acquisitidpax?

. Discutez les valeurs choisies pourn=0etn=3.

. Quel sera le domaine spectral analysé ; que vaudra I'incrément de fréquefice

. CalculezXp|jk] pour k = 0 et k = 2; quel est le domaine de variation du compteur k des
fréquences ?

Validez votre résultat en analysant la valeun@gjk = O].

TFD 3:

Considérant la suite de valewis :

Chap. 2 - Transformation de Fourier Discrete fmy / octobre 2004
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[0 [ m[ -mei] [ =3[ 2[-1] 0[] +2] +3] [ +mL]

x[n] 0 0 0] 0| 05| 1 1 1105 0 0 0

1. Esquissex(n] et une fonctiorx(t) passant par ces points.
2. CalculezXp|[jK] ; sa valeur dépend-elle de la longudli= 2mde la suite ?
3. Qu’est ce qui change si on ajoute des zéros pour doubler le nombre d’échantillons ?

TFD 4 :

Considérant un signadt) = cog2m1000t) + coq2rm2000t) échantillonné pendant une période a
la fréquencefe = 81y :

1. Dessinez la suite de valeus)|.

2. Justifiez les résultats ci-dessous fournis par la la FFT puis précisez la relation existant avec
ceux fournis par la décomposition en série de Fourier :

3. On échantillonne le signadt) sur 4 périodes; que donnera la FFT ?

TFD5:
On échantillonne avec une période d’échantillonnige 1[mse¢une exponentielle décroissante

X(t) = Aexp(—t/1)€(t)
OUA=5[V],1=5[mse¢.

Que vaut la densité spectraéjf) du signalx(t) ?

Calculez la suite des valeuxB| ; exprimez la sous la formen] = A-r".

Calculez la TEX(jf) de la suite infiniment longugn].

On ne prend en compte que les 16 premiéres valeurs de laxguitg on annule les autres;;
que vautXen(jT).

5. Considérant la suite temporelle tronquégn| avecN = 16, on discrétise I'axe des fré-
quences. Que vaut I'incrément fréquentiel ? Calculez le spectre diggidd.

6. Que valent, pour chacun des spectres ci-deSs(s ), Xe(jf), Xen(jf), Xo[jK]), les com-
posantes spectrales lorsque f=0?

P w DD
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