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Chapitre 3

Synthese des filtres non récursifs

1 Introduction

Les filtres non récursifs que I'on appelle également filtres a réponse impulsionnelle finie
(RIF) se distinguent des filtres récursifs étudiés dans le chapitre précédent par les points
suivants :

— ils sont toujours stables ;
— ils peuvent étre congus pour avoir une phase linéaire exacte;
— ils nécessitent généralement plus de matériel et de temps de calcul.

Un filtre non récursif d’ordréN comporteN + 1 coefficients et peut étre décrit de maniére
équivalente par :

— saréponse impulsionnelle

N
hin] = {h[0],h[1],h(2],---,h[N]} = > h[K]3[n—K] (1)
K=0
— son équation aux différences
N
i = 3 hikixin—K @
K=0
— sa fonction de transfert .
Y(2) n
Hz=——=<=%h 3
@ =5 = 2 Mz 3)
— sareponse fréquentielle
. N _
H(19) = i) = 3 binle ™ @

2 Spécifications

Les spécifications d'un filtre se donnent sous la forme d’un gabarit en valeurs réelles ou
relatives (dB). Un exemple de gabarit pour un filtre passe-bas est illustré dans lalfigure

Ony trouve :
— la bande passani@, Qy|, celles de transitiofiQ, Qa) et d'arréfQ,, 17 ;
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3 PROPRIETES DES FILTRES RIF A PHASE LINEAIRE 2
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Fic. 1: Gabarit d’'un filtre

— l'ondulation acceptée dans la bande passante, exprimée paR, [dB] ;
— l'atténuation souhaitée dans la bande d’'arrét, expriméé pam A, [dB].

Les relations existant entre les valeurs réelles ou relatives sont alors définies comme suit :

Ro— +20log™2 5 0 5)
1-5

A= —20l0g-—2 >0 (6)
- gl+61

Comme les valeurs d& et &, sont généralement beaucoup plus petites que 1, on peut
utiliser les approximations suivantes :

Rp~—20log(1-2%;) >0 (~0) (7)
Aa~ —20log(8) >0 (>1) (8)
ou leurs relations inverses : 1
&~ (1 - 10—Rp/2°) 9)
5y ~ 10 #a/20 (10)

3 Propriétés des filtres RIF a phase linéaire

De maniére générale, un filtre RIF ne posséde aucune propriété particuliére concernant le
module ou la phase de la réponse frequentielle. Cependant, c’est seulement avec ce type
de filtres que I'on peut obtenir une phase linéaire exacte qui est une des propriétés du filtre
idéal. C’est donc essentiellement pour cette propriété que I'on utilise les filtres a réponse
impulsionnelle finie.
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3 PROPRIETES DES FILTRES RIF A PHASE LINEAIRE 3

3.1 Réponses impulsionnelle et fréquentielle

Dans le cas ou on désire avoir une phase linéaire, la réponse impulsionnelle doit posséder
une symeétrie axiale ou une symeétrie ponctuelle. La justification en est donnée ci-dessous.

3.1.1 Symétrie axiale

Considérons un filtre RIF d’ordiié = 6 représenté par une séquehge a symétrie axiale
par rapport a\s = 3 (figure 2a). Cette séquence provient d’'une réponse impulsionnelle
pairehp[n] non causale dont la réponse fréquentielle est réelle.

Le décalage temporel (ici, un retard) nécessaire pour rendre le filtre causal entraine le
déphasage linéaire souhaité. On a donc

_ _ _ H| = |Hp|
H(jQ) = exp(—jNsQ) Hp(jQ) = (11)
/H = {0, +1 —NsQ

Le module deH (jQ) est égal a celui du filtre non caus#(jQ) et la phase varie linéai-
rement avec la pulsation. Le cas échéant, on devra, ajautércette phase linéaire pour
tenir compte de la valeur négative éventuelldgejQ).

5 T T 5

4 a) 4 b)
3 3

2 2

‘ TT I ‘ TT TT
0 & 0 A

N =3 N =35

> s » s

-5 0 5 10 -5 0 5 10
3 3

2 c) 2 d)

-5 0 5 10 -5 0 5 10
FIG. 2: Réponses impulsionnelles a symétrie axiale ou ponctuelle
3.1.2 Symeétrie ponctuelle

Considérons un filtre RIF d’ordrbl = 6 représenté par une séquerne] a symétrie
ponctuelle par rapportlis = 3 (figure2b). Cette séquence provient d’une réponse impul-
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3 PROPRIETES DES FILTRES RIF A PHASE LINEAIRE 4

sionnelle impairdy; [n] non causale dont la réponse fréquentielle est purement imaginaire.

Le décalage temporel nécessaire pour rendre le filtre causal entraine le déphasage linéaire
souhaité. On a donc

_ _ _ H] = |Hi|
H(jQ) = exp(—jNsQ) Hi(jQ) = (12)
/H = +1/2—NQ

Le module deH (jQ) est égal a celui du filtre non caud4l(jQ) et sa phase varie linéai-
rement avec la pulsation a partir dgt/2 suivant le signe de la valeur imaginaire.

3.1.3 Remarque

On peut bien sOr considérer des filtres d’ortirémpair (figures2c et2d). Dans ce cas,
I'axe ou le point de symétrie se situe entre 2 valeurs de la réponse impulsioningké

le déphasage linéaire s'écrira(Ns-+ %) Q. Dans le cadre de ce cours, on n'analysera que
des filtres d’ordre pair.

3.1.4 Exemple

Considérons un filtre dont la réponse impulsionnelle (figiaeest décrite par
hn] = {0,+1,+2,+3,+4,+5,+4,+3,+2,+1,0}

C’est un filtre d’ordreN = 10 avec une a symétrie axiale située\ge= 5 faisant intervenir
une séquence paire valant pour O : hy[n] = {+5,+4,+3,+2,+1}

Etant donné la symétrie et le décalage, la réponse fréquentielle se calcule aisément :
H(jQ) = exp(—jNsQ)Hp(jQ)

+Ns
— exp(~iNsQ) 3 hplnexp(~jnQ)

n=—Ns
= exp(—jNsQ) (hp[0]+2+sthp[n] cos(nQ))
n=1

Ce qui, compte tenu des valeurs numériques, s'écrit :
+5
H(jQ) =exp(—j5Q) [ 5+2 % hp[njcos(nQ)
n=1

La partie entre parenthéses est réelle et elle correspond a 'amplitude de la réponse fré-
quentielle (figure3c) alors que le phaseur ekp j4Q) correspond & la phase linéaire
souhaitée (figuréd).

De la réponse impulsionnelle, on peut en déduire la fonction de transfert du filtre RIF :

H(z) = %h[k]zk
k=0

— 1427 4372447845741 4751376277+ 178
- z—1°<1+22+322+4z3+524+425+326+227+128>
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4 SYNTHESE PAR FENETRAGE 5
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FiG. 3: Réponse impulsionnelle, pbles et zéros, amplitude et phase

On en conclut que ce filtre RIF d’ordre 10 posséde 10 péles situés-dhet 10 zéros
dont les positions dans le plan complexe sont présentées dans la3figure

4 Synthése par fenétrage

4.1 Principe du fenétrage

Le point de départ de la synthese des filtres RIF consiste en I'idée de construire la réponse
impulsionnelle des filtres idéaux. On verra plus loin que celles-ci sont infiniment longues
et non causales ; c’est la raison pour laguelle les filtres idéaux ne sont pas réalisables. On
doit donc manifestement se contenter d’'une approximation des réponses idéales en les
tronquant avant de les rendre causales.

Pour le voir plus précisément comment cela se passe, considérons la réponse fréquentielle
Hq(jw) d'un filtre analogique passe-bas idéal (figdad. Sa réponse impulsionnehig(t)

se calcule par transformation de Fourier inverse. On obtient ainsi une réponse temporelle
en forme de sinus cardinal et de longueur infinie (figibe

De maniére a ce que ce filtre soit réalisable, il faut tronquer cette réponse en respectant sa
symeétrie paire (figuréd). On obtient alors un filtre a réponse impulsionnelle de durée fi-
nie, mais non causale puisgig) n’est pas nulle pour< 0. Un décalage de cette réponse

a symétrie axiale suffit a rendre le filtre causal (figtf)edonc a phase linéaire (figude).

Bien entendu, le module de sa réponse fréquentielle ne sera plus qu’une approximation
de l'idéal (figure4c).

fmy / octobre 2003 Chap.3 — Synthése des filtres non récursifs



4 SYNTHESE PAR FENETRAGE 6

D’un point de vue mathématique, le fait de tronquer la réponse impulsioripgtiere-
vient & multiplier celle-ci par une fenétre rectangulaiét) et la réponse impulsionnelle
s’écrit alors :

h(t) = hq(t) - we (t) (13)
Pour un filtre numeérique, on aura de maniére équivalente :
h[n] = hg[Nn] - W[N] (14)
1
10 a)
2 Sos !
E 20
€5 £
0
0
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -50 0 50
1
10 C) ° d)
2 Sos
8 3
g 5 £
0
0
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -50 0 50
10
5 e) 1 °
9 E
S IS
-5 ©
-10

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0 20 40 60 80 100
fréquence temps

FIG. 4: Passage du filtre idéal au filtre réalisable

4.2 Effet de la troncation

L'opération de troncation qui, dans une premiére approche peut sembler anodine, modifie
sensiblement la réponse fréquentielle et entraine des ondulations dans les bandes pas-
santes et d’arrét. Ceci provient de la convolution entre la réponse fréquentielle du filtre
idéal et le spectre en sinus cardinal de la fenétre rectangulaire :

H(jQ) = Ha(jQ) @W(jQ)

4T
H(iQ) = o [ "HalioW(iQ - 10)do (15)

La figure5 montre a I'évidence que I'ondulation caractérisant la réponse obté(j(e)
provient du spectré/(jQ) de la fenétre choisie, ici rectangulaire.
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4 SYNTHESE PAR FENETRAGE 7

Afin d’obtenir le meilleur compromis possible entre une faible ondulation et une bande
de transition étroite, on sera donc amené par la suite a choisir une fenétreont le
comportement fréquentiel est satisfaisant du point de vue du filtre a réaliser. C'est-a-
dire que I'on cherchera un compromis entre 'amplitude des ondulations et la largeur des
bandes de transition.

1.5 T T T T T T T

0.5 W(iQ-j6) H, () e

FiG. 5: Convolution circulaire dans le domaine des fréquences

fmy / octobre 2003 Chap.3 — Synthése des filtres non récursifs
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FIG. 6: Réponses fréequentielles idéales des 4 filtres standard passe-bas, passe-haut, passe-
bande et réjecteur de bande

5 Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales

Comme la synthése par fenétrage utilise les réponses impulsionnelles des filtres idéaux, il
est nécessaire de les connaitre. Ces réponses impulsionnelles sont calculées en partant des
réponses fréquentielles idéales des 4 filtres de base passe-bas, passe-haut, passe-bande et
réjecteur de bande (figuf.

5.1 Filtre passe-bas

Avec Q. comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du filtre s’écrit :

1 si |Q<Qc
Hp(jQ) = (16)
0 si |Q> Q¢

Sa transformée inverse n’est autre que sa réponse impulsionnelle :

o[ = %{ / :[ Ho(jQ)exp+jnQ) dQ 17)

Tenant compte de la réponse fréquentielle idéale du filtre passe-bas, il vient :

+Qc

1 :
hp[n] = ZI/_Q exp(+jnQ)dQ
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5 REPONSES FREQUENTIELLES ET IMPULSIONNELLES IDEALES 9

exp(+jnQ¢) — exp(— jnQc)
j2m

Utilisant les relations d’Euler, on obtient finalement :

_ Qcsin(nQc)

hp[N] e

—00 < N< 400 (18)

Cette réponse temporelle est infiniment longue et non causale. Afin de la rendre causale,
il faut tout d’abord la tronquer pour avoir une réponse impulsionnelle de longlipurs

la décaler de la moitié de sa longueur.

En choisissant de travailler avec une réponse impulsionnelle d’drarentrée eNs =
N/2, il vient :

%% si 0<n#Ns<N
hp[n] = % si n=Ns (19)
0 sinon

Filtre passe-bas
T T T T T T

0.8 A

041 b

h[n]

0.2

0 10 20 30 40 50 60

FIG. 7: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-bas
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Filtre passe—haut
T

04 *

hn]

0.2 _

0 NP S TP N B I 1ty eee v e
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FiG. 8: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-haut
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5 REPONSES FREQUENTIELLES ET IMPULSIONNELLES IDEALES 11

5.2 Filtre passe-haut

Dans ce cas, aveQ. comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du filtre
s’écrit :
0 si |Q<Qc
Hn(jQ) = (20)
1 si Qc<|Ql<m

On peut remarquer que les réponses fréquentielles d’un passe-bas et d’'un passe-haut sont
reliées entre elles par :
Hh(jQ) = 1—Hp(jQ) (21)

Ce qui, dans I'espace temps, correspond a :
hn[n] = 3[n] — hy[n] (22)

On en déduit donc immédiatement que :

( Q. sin((n—Ns)Qc) .
e o o ] 0<n#Ns<N

hn[n] = 1— 2 si n=Ng (23)

Tt

0 sinon

5.3 Filtre passe-bande et réjecteur de bande

Le calcul des réponses impulsionnelles des filtres passe-bande et réjecteur de bande est
laissé comme exercice.

Ces filtres possedent 2 pulsations caractéristiquest Q» limitant les bandes passante
et d’arrét. On montre aisément les deux résultats suivants :

1. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bande

G R S osnann

ha[n] = Qo= si n=Ns (24)

Tt

0 sinon

2. Réponse impulsionnelle d’un filtre réjecteur de bande

( Q, sin((n—Ns)Q Q- sin((n—Ns)Q .
T ((rE—NS)S)Il 2 ((rS—NS)f)222) si 0<n#Ns<N

he[n] = 1 -t si n=Ns (25)

0 sinon
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Filtre passe-bande
T

0.8 A

0.6 4

0.4 B

h[n]

0.2
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FIG. 9: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-bande

Filtre réjecteur de bande
T T

0.8 A

0.6 B

0.4 b

h[n]

0.2 i

0 10 20 30 40 50 60

FiG. 10: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre réjecteur de bande
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6 CARACTERISTIQUES DE QUELQUES FENETRES 13

6 Caractéristiques de quelques fenétres

Du choix de la fenétre, dépendra la qualité de I'approximation; il est donc nécessaire
de passer en revue les caractéristiques de celles-ci. On rappellera tout d’abord que si on
désire conserver la phase linéaire du filtre, il faut que les fenétres possédent une symétrie
paire ou impaire.

Comme on I'a vu plus haut, la troncation simple de la réponse impulsionnelle de longueur
infinie conduit a une réponse fréquentielle avec des ondulations importantes. Celles-ci
sont dues au phénomene de Gibbs et ne peuvent étre diminuées que si la fenétre possede
des transitions douces, contrairement a la troncation simple.

Les fenétres susceptibles de satisfaire les besoins de synthése des filtres et d’analyse spec-
trale ont fait I'objet d’études extensive8][ Parmi les nombreuses fenétres proposées,
seules celles qui sont le plus souvent citées sont présentées ci-apres.

6.1 Fenétres analytiques

Pour chacune des fenétres étudiées, on présentera son éqyatieb une figure com-
portant 4 graphes :

son graphe temporel[n|

son spectre d’amplitudes en unités réeWgQ) = TF~1{w[n|}

son spectre d’amplitudes en unités relatives (dgg = 20log|W(jQ)|
son spectre cumulé défini comme sudit |

w0 Dd PR

Q
Weurl i) = o [ W(je)de (26)

Cette représentation peu commune est importante car grace a elle, on peut mesurer
le niveau d’atténuation possible ainsi que la largeur de la bande de transition pour
un filtre RIF. Sa définition découle de la convolution entre une réponse fréquentielle
constante et le spectre de la fenétfa].

Fenétre rectangulaire

1 si 0<n<N
W[N] = (27)
0 sinon

Fenétre triangulaire (ou de Bartlett)

25 si 0<n<N/2
wn =< 2-25 si  N/2<n<N (28)
0 sinon
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FIG. 11:Fenétre rectangulaire
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FIG. 12: Fenétre triangulaire
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6 CARACTERISTIQUES DE QUELQUES FENETRES 15

Fenétre en cosinus (ou de Hann)

0.5(1—cos(2my)) si 0<n<N
Weln] = (29)
0 sinon
Cosinus
; ' ' 0
0.8 _20
08 a
T, }40
0.2 -60
0 ...THHH \ Nhh... |
80 il s,
0 10 20 30 40 50 -1 -0.5 0 0.5 1
n Q/n
35 0
30
25 _20
_20 g
215 2 40
10 E
5 -60
0
-5 -80 f\ﬂ
-1 -0.5 0 0.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Q/n Q/n
FIG. 13:Fenétre en cosinus (Hann)
Fenétre de Hamming
054—0.46c¢c0o92my) si 0<n<N
Wh[n] = (30)
0 sinon
Fenétre de Blackman
0.42—0.5cos(2my) +0.08 cos(4my) si 0<n<N
Wp[n] = (31)

0

6.2 Fenétre de Kaiser-Bessel

sinon

Les fenétres présentées ci-dessus ont des formes et des atténuations fixes apportant cha-
cune sa largeur du lobe principal et son atténuation des lobes latéraux. La contribution
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6 CARACTERISTIQUES DE QUELQUES FENETRES 16

de Kaiser fut de proposer une fenétre s’adaptant a I'atténuation désirée. Cette fenétre est
définie par une fonction de Bessel :

Wk[n] — lo(B) - (32)

avec .

— lg = fonction de Bessel modifiée de premiéere espece et d’ordre zéro
— B = paramétre de forme de la fenétre
— Ns = N/2 = point de symétrie de la fenétre

6.2.1 Calcul de la fonction de Bessel

L'usage frequent des fenétres de Hann ou de Hamming est d a ce que ces fonctions sont
familiéres et faciles a calculer. Cependant, bien que la fonction de Bessel soit en général
peu connue, il est aisé de la calculer en utilisant son développement en série :

2

lo(X) = 1+§1 [n—1‘ ()—Z()n] (33)

Cette série converge rapidement et la procédure de calcul proposée par Kaiser est tres
simple a mettre en oeuvre :

function BesselO (x :real) :real;
const eps = 1.0e-6;
var d, ds, s : real;
begin
d:=0.0; ds:=1.0; s:=1;
repeat
d:=d+2.0;
ds:=ds*(x/d)*(x/d);
s:=s+ds;
until abs (ds/(s+eps)) < eps;
Bessel0 =s;
end;

6.2.2 Calcul des paramétres des fenétres de Kaiser

La figure18 montre les caractéristiques fréquentielles de quelques fenétres de Kaiser. On
en tire les conclusions suivantes :

— en augmentant la longueur du filtke on diminue la largeur du lobe principal
— en augmentant le parametre de forfip®n diminue 'amplitude des lobes latéraux.
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FIG. 18: Caractéristiques fréquentielles de quelques fenétres de Kaiser

Aprés une simulation numeérique extensive, Kaiser a obtenu une paire de formules qui
permettent de trouve et N a partir des spécifications demandées. Ces spécifications
sont I'atténuatiorAgg et la largeur de la bande de transitibf) exprimée en radians.

Le facteur de form@ dépend uniquement de I'atténuatidge

B=

0.1102(Agg —8.7)

0

0.5842(Agg — 21)%*+0.078862Agg —21) si 21 < Agg <50

Agg > 50

(34)

Agg < 21

La longueur du filtre est déterminée par l'atténuatfgg et la bande de transitiofQ

souhaitée

N >

Agg—8

— 2.285AQ

7 Utilisation des fenétres

7.1 Résume des propriétés

(35)

L'ensemble des propriétés étudiées ci-dessus sont réunies dans lesltate©n y

trouve :
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— table 1 : la largeur et I'amplitude du premier lobe latéral des spectres des fenétres
usuelles et la décroissance des lobes suivants;;

— table2 : 'ondulation maximunR,, de la bande passante, I'atténuation maxinmmax
de la bande d’arrét et la largefif2 de la bande de transition des filtres réalisés a l'aide
de ces fenétres;

— table3: les avantages et inconvénients des fenétres dans la réalisation de filtres RIF.

| Fenétres | Largeur | Aserone[dB] | Décroissance |
Rectangle 41/N -13 20 dB/déc
Triangle 81/N -27 40 dB/déc
Hann (cosinus) 81/N -32 60 dB/déc
Hamming 81/N -43 20 dB/déc
Blackman 12r/N -58 60 dB/déc
Kaiser3 = 4.54 7.211/N -30 20 dB/déc
Kaiser3 = 5.66 8.411/N -42 20 dB/déc

TAB. 1: Caractéristiques des lobes spectraux des fenétres usuelles

| Fenétres | Rp [dB] | Amax[dB] | AQ |

Rectangle 0.74 21 1.81/N
Triangle 0 25 6.11/N
Cosinus 0.055 44 6.21/N
Hamming 0.014 53 6.61/N
Blackman 0.0017 74 11r/N
Kaiserf3 = 4.54 0.025 50 5.81/N
Kaiser3 = 5.66 0.009 60 7.21/N

TAB. 2: Caractéristiques des filtres

7.2 Démarche pour calculer un filtre

La démarche a suivre pour obtenir les coefficients du filtre souhaité est la suivante :

1. connaissant le gabarit du filtre désire, choisir le filtre idéal correspondant ;

2. calculer les pulsations caractéristigUsse situant au centre des bandes de transi-
tion;

3. rechercher laréponse impulsionndilgn| du filtre idéal ; si celle-ci n’est pas connue,
on peut la calculer par transformation de Fourier inverse ;

4. choisir une fenétrev[n] satisfaisante du point de vue de I'atténuation (tabte

5. connaissant la largeur de la bande de transti@n calculer 'ordre du filtreN ;

6. calculer les coefficients du filtre en multipliant la réponse impulsionnelle par la
fenétre choisie
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| Fenétres || +/— | Remarques

Triangle simple a calculer; pas de sinus ou cosinus
bande spectrale étroite
faible réjection (25 dB)
décroissance spectrale moyenne (-40 dB/déc)
simple a calculer
bande spectrale étroite
réjection raisonnable (44 dB)
forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)
simple a calculer
bande spectrale étroite
bonne réjection (53 dB)
faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)
simple a calculer
bande spectrale moyenne
tres bonne réjection (74 dB)
forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)
moins simple a calculer
bande spectrale moyenne
++ | excellente réjection (100 dB)
— | faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)
++ | meilleur compromis atténuation / bande de transition

Cosinus
(Hann)

Hamming

Blackman

Kaiser

oll+ o+l ++++o++jol ++

TAB. 3: Qualités et défauts des fenétres dans la réalisation de filtres RIF
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8 Exemples de synthese

8.1 Reéalisation d’'un filtre passe-bas

Considérons la réalisation d’un filtre passe-bas satisfaisant au gabarit suivant :

fréq. d’échant., 10 kHz Atténuation
bande passante 0...1kHz 0dB
bande d’arrét| 1.4... 5 kHz 50 dB

8.1.1 Préliminaires

La réponse du filtre sera construite a partir de celle d’un filtre passe-bas idéal tel que :

1. la fréquence de coupure se situe au centre de la bande de transition

_ fp+ fa

done: f 1.2kH
LI
Qc—= 21'[fe = 2n10kHz = 0.241t
2. lalargeur de la bande de transition requise est de 0.4 kHz; on a donc :
Af 0.4kHz
AQ = an_e = 2T T0kHz — 0.081m

3. la réponse impulsionnelle désirée est celle d’un filtre passe-baseq.

( % SIrE(rSE?\ISSS)I?C) Si 0<n#Ns<N
hg[n] = hp[n] = % Si Nn=Ns
0 sinon

\

4. le tableaw? montre que pour cet exemple, on peut utiliser la fenétre de Hamming
ou la fenétre universelle de Kaiser. Considérons ces deux cas.

8.1.2 Fenétrage de Hamming

La fenétre de Hamming apporte une atténuation de 53 dB et une bande de transistion de
largeur
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On en déduit immédiatement la longuéudu filtre :

B 6.61T B 6.61T

=20 oogn oeo=84

gue I'on a arrondi a la premiére valeur paire supérieure. Le point de symeétrie se situe
donc enNs = 42. Portant ces valeurs dans la réponse impulsionnelle désiréedegn
obtient :

Q¢ sin((n—Ns)Qc)

T (n—Ns)Qc

sin(0.241(n—42))
(n—42)

ha[n] =

En multipliant cette réponse par la fenétre de Hammuinin|, on obtient la réponse im-
pulsionnelle du filtre RIF recherché

h[n] = ha[n] - wn[n]

sin(0.241(n—42 .
S024nin 42) . (0.54- 0.46 cos(2m ) s 0<n<84
hn] = 0.24 si n=42

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce filtre RIF sont présentées dans la fi-
gurelo.

Réponse impulsionnelle
0.25 T T T T T T T T

0.2 o
0.15 .
0.1 .

hin]

0.05

-0.05

~0.1 I I I I I I I I
0

_80 | | |
1500 2000 2500 3000

|
0 500 1000

| |
3500 4000 4500 5000

FIG. 19:Réponses impulsionnelle et fréequentielle (Hamming)
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8.1.3 Fenétrage de Kaiser

Dans ce cas, I'atténuatid®yg détermine le facteur de fornfe CommeAy, = 50, il vient
(é9.39) :

B=0.1102(Agg—8.7) = 0.1102(50—8.7) = 4.55

L'ordre du filtre est fixé par la bande de transitid@ et I'atténuationAgp, (€q.35) :

_ Am—8 _ 50-8

Nz 2.285AQ  2.285.0.08T

=731~74

La valeur trouvée (73.1) est augmentée a 74 de maniere a obtenir une longueur paire ; le
point de symétrie se situe doncMg= 37. Portant ces valeurs dans la réponse impulsion-
nelle désirée (éd.9), on obtient :

Q¢ sin((n—Ns)Qc)

T (n—Ng)Qc

sin(0.241t(n—37))
m(n—37)

hg[n] =

En multipliant cette réponse par la fenétre de Kawggn|, on obtient la réponse impul-
sionnelle du filtre RIF rechercheé

h[n} = hg[n] - W[N]

sin(0.2471(n—37)) '0<4~55 1-(1-n/ 37)2)

hin] = mn-37 lo(4.55) si. 0<n<N

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce filtre RIF sont présentées dans la figure
20. A titre comparatif, on y ajouté en pointillé la réponse d’un filtre de Butterworth d’ordre

12 (filtre RII). 1l est également intéressant d’observer la maniére dont un signal carré est
filtré par un filtre RIF ou RII (figure21).

8.2 Calcul d'un filtre passe-bande

Considérons la réalisation d’un filtre passe-bande satisfaisant au gabarit suivant :

fréq. d’échant. 10 kHz Atténuation
1°"® bande d’arrét| 0... 1.8 kHz 30dB

bande passante| 1.9...2.1 kHz 0dB
2°M€hande d'arrét 2.4...5 kHz 40 dB
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FiG. 20: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Kaiser)
Réponses temporelles
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FIG. 21: Comparaison des réponses temporelles
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Dans le cas, ou 2 atténuations différentes sont proposées pour les bandes d’arrét, les cal-
culs doivent se faire avec la plus forte atténuation (ici 40 dB). De méme, la bande de
transition choisie pour les calculs sera la plus faible des deux.

Dans le tablea, nous voyons que la fenétre en cosinus offre I'atténuation souhaitée.
Comme la plus petite bande de transition a une largeur de 0.1 kHz, on en déduit que les
fréquences définissant les bandes de transition sont les suivantes :

| fa [ fm | f | fa |
] 1.8 kHz\ 1.9 kHz\ 2.1 kHz\ 2.2 kHz\

Ce qui donne pour les 2 bandes de transition :

pQ — oAt _ o 1kHZ

. TokHz ~ 002

L'ordre du filtre est fixé par la largeur de la bande de transifion:

L 62m_62 .4

Nz AQ  0.02

Comme cette valeur est entiére, il n’est pas nécessaire de I'augmenter; le point de symé-
trie se situe donc eNg = 155.

La réponse du filtre est construite a partir de celle d’un filtre passe-bande idéal dont les
fréquences caractéristiques se situent au centre des 2 transitions

far + fp1

fer = = 1.85kHz

fp2+ fa2

foo = = 2.15kHz

donc:
fa 1.85kHz

Q1 =2n— =2n———— =0.37
oL A= M okrz 03T
feo 2.15kHz

La réponse impulsionnelle désirée est celle d’un filtre passe-band24jéq.

( Qg Sin((N—Ns)Qc2) Qg SiN((N—Ns)Qc1) .
s (n—Ns)ch2 T (n—NS)ch1 si 0<n#Ns<N

ha[n] = Q2 _fa si n=Ns

0 sinon
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ou, plus simplement :

sin((n—Ns)Qc2) B sin((n—Ns)Qc1)

haln] - = TT(n—Ns) T(n—Ns)
_ sin(0.43m(n—155) sin(0.37m(n—155))
- n(n—155  m(n—155)

En multipliant cette réponse par la fenétre en cosimis|, on obtient la réponse impul-
sionnelle du filtre RIF recherché

hin] = hg[n] - we[n]

hinl — sin(0.43m(n—155) sin(0.37m(n—155))\ 1-—cog2mn)
[n]_( min—165  m(n—155 ) 2

Réponse impulsionnelle
T T T T T T

0.06 - 4
0.04 | 4
0.02 J J -
= fonll ML
= 0‘—-—---sz‘E‘A“NA}ﬂixﬂxf“xrnﬁxnn'}'ﬂ IHI m { [ IHT H’Lrpﬂtlﬁtfnxlﬂxixniﬂ—ﬂ’m‘w‘ﬁﬁma.-—-— o
P ll ~
-0.04 4
_0.06 I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350
Réponse fréquentielle
T T T T T T T T T
or 4
-10[ m
20 o
e
—°-30 -
-40 m
_50}+ 4
—60 | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

FIG. 22: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-bande (cosinus)

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle sont présentées dans la2figlhe tracé

plus détaillé de la réponse fréquentielle permet de relever une ondulation maximum de
0.05 dB aux 2 extrémités de la bande passante et des pulsations de coupure (-3 dB) situées
en 1864 Hz et 2136 Hz.
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9 Exercices

Pour les exercices qui suivent,fgin’est pas précisé, on prendfg= 10kHz

RIF 1

Réalisez un filtre passe-bas non récursif (ou a réponse impulsionnelle finie) satisfaisant
au gabarit suivant :

fo=2kHz  A,=0dB
fa=3kHz A =40dB

RIF 2

Réalisez un filtre passe-bande non récursif satisfaisant au gabarit suivant :

fa1 = 0.6kHz Ay =30dB

fou=10kHz  A,= 0dB
fop=20kHz  A,= 0dB
fop=26kHz  A,=50dB

RIF 3

On veut réaliser un filtre passe-bas a réponse impulsionnelle finie tel que sa bande pas-
sante soit de BHzalors quefe = 20kHz

1. Analyse temporelle

a) calculezhy[n];
b) tronquezh, aN = 128 et rendez-la causale;
C) que vautp[n] a ses extrémités ?
d) est-ce raisonnable de I'accepter tel quel ? sinon que pouvez-vous faire ?
2. Analyse fréquentielle
Afin d’augmenter la résolution spectrale, on ajoute des 0 a la réponse impulsion-

nelle; comme l'usage de la FFT nécessite que la longueur du signal analysé soit
une puissance de 2, essayez 512 et/ou 1024.
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3.

RIF 4

8.

Réf.

a) calculezH(jf) (fft) ;

b) tracez le module et la phase Hé¢|f) ;

C) est-ce que cela correspond a votre attente ?

d) que valent les extrema de la bande passante et celle diatrét) 2

e) mesurez la fréequence de coupure et la largeur de la bande de transition.

Amélioration de la réponse fréquentielle

a) reprenezy[n| et multipliez-la par une fenétre en cosinus ou de Hamming ;
b) répétez les points 2.a);,2.d).
c) concluez.

Générez un signadn| de 64 échantillons a partir d'un cosinus discret tel fue
10,Qp = 1/16,0 = 11/3.

. Le systéme dans lequel passe ce sigfrlest décrit par les 2 équations suivantes :

yln] = w[n] —w[n—1]

. Dessinez le schéma fonctionnel de ce systeme et décrivez ce que réalise chaque

fonction ; en quoi ces 2 opérateurs sont-ils a réponse impulsionnelle finie ?
Tracez sur une méme figure les 3 sighatxvplot); observez-les.
Esquissez a la main le spectre de chacun des 3 signaux ;
a) remargquez que le premier opérateur est non linéaire et qu’il génere des fré-
qguences non présentes dafrg ; lesquelles ?
b) d’'un point de vue temporel et fréquentiel, quel est I'effet du deuxiéme opéra-
teur?
Observez le signal[n] ; quelles sont les fréquences présentes ?

Transformez de Fourier les 3 signaux ; tracez sur une nouvelle figure les 3 spectres
d’amplitudes.

Observez ces spectres et justifiez votre analyse précédente.

: McClellan, Schaffer, YoderDSP FIRSTPrentice Hall, 1998, p. 461

RIF 5

1.

Générez un signadn| de 128 échantillons tel que
x[n] = 10 cog2rtn/To + 11/6) + 2 cog 61N/ T + 11/ 2)

avecTp = 32; que valent les pulsations normaliséexaée?
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2.

N o o~

RIF 6

Ce signal est appliqué a un filtre RIF d’ordre 2 décrit par
y[n] = x[n] —2cog31/16) x[n — 1] +X[n — 2]

Dessinez son schéma fonctionnel.

Quel est le gain DC de ce filtre ?

Quelle est sa réponse impulsionndi[g] ?

Avec Matlab, calculez et tracez les signadm, h[n] ety[n].
Observez les résultats ; quel est I'effet du filtre ?

Justifiez I'allure dey[n] en calculant et tragant le module de la réponse fréquentielle
H(jQ) = TF(h[n]) avecNgrT = 128 ainsi que les spectres d’amplitudexfig et

y[n.

Poursuivant I'exercice précédant et partant de son équation

y[n] = x[n] —2cog3m1/16) x[n — 1] +x[n — 2]

Calculez sa fonction de transfert

puis
a) calculez ses péles et zéros;

b) tracez-les dans le plan complexe;
c) justifiez I'effet réjecteur de ce filtre.

Pour quelle fréquence normalisée a-tkd(jf /fe) =07?

. Tenant compte de ce qui vient d’étre vu, quelle est I'équation d’un filtre réjecteur

capable de supprimer

a) le 50 Hz d’un signal échantillonné a 1kHz;
b) le 50 Hz et 150 Hz d’un signal échantillonné a 1kHz.

Générez ces signaux et veérifiez vos algorithmes.
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